Liaisons linéaires entre racines de l'unité en caractéristique non nulle  by Poizat, Bruno & Gramain, François
Journal of Algebra 295 (2006) 512–523
www.elsevier.com/locate/jalgebra
Liaisons linéaires entre racines de l’unité
en caractéristique non nulle
Bruno Poizat a, François Gramain b,∗
a Institut Camille Jordan, Université Claude Bernard (Lyon 1), Mathématiques, bâtiment 101,
43, boulevard du 11 novembre 1918, F69622 Villeurbanne cedex, France
b LaMUSE, Faculté des Sciences, 23, rue du Docteur Paul Michelon, F42023 St. Étienne cedex 2, France
Reçu le 11 décembre 2004
Disponible sur Internet le 22 novembre 2005
Communiqué par Michel Broué
0. Introduction
Nous considérons un corps K (commutatif) algébriquement clos de caractéristique c
dont nous notons k le sous-corps premier, et un groupe multiplicatif divisible U de racines
de l’unité de K. Dire que U est divisible, c’est dire que, pour chaque nombre entier n 1,
chaque élément de U a une racine n-ième dans U .
Nous notons Q l’ensemble des nombres premiers q tels que U contienne un élément
d’ordre q . Si U contient un élément d’ordre q , comme il est divisible, pour tout n  1
il contient un élément d’ordre qn ; comme ces derniers engendrent un groupe cyclique, il
les contient tous. Mais, par ailleurs, un groupe cyclique fini est engendré par ses éléments
d’ordre une puissance d’un nombre premier, donc U est engendré par les racines de l’unité
dont l’ordre est une puissance de q , pour q parcourant Q. Plus précisément, si nous notons
Uq le groupe des q-éléments de K× (i.e. le groupe des éléments d’ordre une puissance
de q), le groupe U est la somme des Uq pour q parcourant Q. On voit aussi que Q est
arbitraire, sauf à ne pas contenir la caractéristique c quand c’est un nombre premier.
Définition. Nous dirons que U a la propriété de Mann si à tout entier n 2 correspond un
entier N  1 ayant la propriété suivante : si a1x1 + · · · + anxn = 0, où les ai sont dans k
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B. Poizat, F. Gramain / Journal of Algebra 295 (2006) 512–523 513et ne sont pas nuls et où les xi sont dans U , alors il existe deux indices distincts i et j tels
que le quotient xi/xj soit une racine N -ième de l’unité.
Cette propriété ne peut être satisfaite dans tous les cas en caractéristique non nulle.
Par exemple, si U est formé de toutes les racines de l’unité, ou, plus généralement, si U
contient le groupe multiplicatif L× d’un corps infini L, on ne peut l’avoir, même pour
n = 3 ; en effet, dans l’espace L3, le plan d’équation x + y + z = 0 n’est pas contenu dans
la réunion d’un nombre fini de droites.
Par contre le Theorem 1 de [Man] montre que, en caractéristique nulle, quel que soit
U on peut prendre pour N le produit des nombres premiers au plus égaux à n. Sa dé-
monstration est un simple argument de théorie de Galois, reposant sur l’irréductibilité des
polynômes cyclotomiques.
Nous allons étudier la possibilité de reproduire la démonstration de Mann dans certains
cas en caractéristique p non nulle ; nous verrons en particulier (Théorème 5, Section 3)
que c’est toujours possible quand l’ensemble Q est fini. En fait, cette démonstration se
décompose en deux étapes. La première consiste en une mise en facteur des racines de
haut degré dans les liaisons linéaires entre racines de l’unité ; elle est reproduite dans notre
Section 3. Les arguments propres à la deuxième, reposant sur une estimation de la longueur
minimale d’une liaison entre racines q-ièmes de l’unité, sont introduits dans nos Sections 4
et 5. La Section 2 regroupe quelques résultats basiques pour l’argumentation des sections
suivantes.
Notre motivation originelle, c’était que, s’il y a propriété de Mann, la structure (K,U)
est de rang de Morley oméga, comme il est expliqué dans [Poi2] ; ce qui nous importe
surtout, c’est que (K,U) ne soit pas de rang de Morley fini. Nous espérons cependant que
nos résultats pourront intéresser nos lectrices/eurs allergiques à la logique mathématique,
et à la théorie des modèles en particulier, et, pour attirer l’attention sur l’intérêt de cette
propriété de Mann, nous l’interprétons, dans une première section, en termes de structure
induite par le corps K sur le groupe U .
1. Propriété de Mann et modularité de la structure induite
On rappelle (voir, par exemple, [Poi2], [Hum] ou [Spr]) que les sous-groupes algébri-
ques de (K×)n sont tous définis par des systèmes d’équations de la forme xm11 · · ·xmnn = 1,
où les exposants sont des nombres entiers relatifs (que les théoriciens des nombres préfè-
rent qualifier de rationnels). Ceux d’entre eux qui sont connexes, qui sont aussi ceux qui
sont divisibles, sont appelés tores.
Si G est un sous-groupe de Un, on appelle cossette modulo G toute partie de Un de la
forme αG, où α est un n-uple d’éléments de U . Dans le cas de G = T ∩ Un, où T est un
tore, nous dirons qu’il s’agit d’une cossette torique.
Théorème 1. Pour un groupe divisible U de racines de l’unité, la propriété de Mann est
équivalente à la propriété suivante : quel que soit le fermé de Zariski Φ de (K×)n, l’in-
tersection de Φ et Un est une réunion finie de cossettes modulo des sous-groupes de Un.
De plus, quand cela est réalisé, on peut se limiter à des cossettes toriques.
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trons qu’il a la propriété de Mann. Dans ces conditions, l’intersection de Un avec le fermé
Φ défini par l’équation a1x1 + · · · + anxn = 0 (intervenant dans la propriété de Mann) est
réunion d’un nombre fini de cossettes modulo des sous-groupes de Un (peu importe ici que
ce soient des traces de tores). Si α V est incluse dans Φ , c’est que tout élément (y1, . . . , yn)
de V satisfait la condition a1α1y1 + · · · + anαnyn = 0 ; comme les caractères du groupe V
sont linéairement indépendants, il est nécessaire que l’on ait deux indices distincts i et
j tels que l’équation yi = yj soit satisfaite dans V ; en conséquence xj /xi = αj/αi est
vérifiée dans α V . Comme les αi sont racines de l’unité, on en conclut qu’il existe N tel
que tout n-uple d’éléments de U solution de cette équation satisfasse une condition de la
forme (xj /xi)N = 1. Cependant cet entier N ne doit pas dépendre de l’équation considérée,
mais seulement de son nombre n d’inconnues. Or, en caractéristique nulle la propriété de
Mann est toujours vérifiée, et en caractéristique finie il n’y a qu’un nombre fini de telles
équations à n inconnues ; donc il existe bien un tel N .
La réciproque est à peu près évidente pour un théoricien des modèles, puisqu’il est
convaincu par [Poi2] qu’en cas de propriété de Mann la structure induite par le corps
sur le groupe U est exclusivement modulaire, définie par des équations de la forme
x
m1
1 · · ·xmnn = a. En voici une preuve pour non-logicien :
Supposons donc satisfaite la propriété de Mann. Tout d’abord nous pouvons supposer
que le fermé Φ est défini par des équations à coefficients algébriques (sur le corps premier).
En effet, les coefficients d’un polynôme P de K[x1, . . . , xn] engendrent un corps de degré
de transcendance fini sur le corps premier k, donc P est combinaison linéaire à coefficients
linéairement indépendants sur k¯ (le corps des nombres algébriques) de polynômes à coef-
ficients dans k¯. Et alors un point de Un, donc de k¯n, annule P si et seulement si il annule
tous ces polynômes.
Si Φ n’est pas Kn tout entier, il faut au moins une équation non triviale pour le définir ; le
produit des conjuguées de cette équation se ramène à a1μ1 +· · ·+asμs = 0, où les ai sont
des entiers non nuls (modulo p si c = p n’est pas nulle) et les μi des monômes distincts en
les inconnues x1, . . . , xn. D’après la propriété de Mann, une solution à coordonnées dans U
de cette dernière équation satisfait une des conditions de la forme (μi/μj )N = 1, lesquelles
sont en nombre fini. Cela répartit ces solutions en un nombre fini de cossettes modulo des
tores de codimension 1. En coupant avec ces cossettes et en translatant, on remplace Φ
par un nombre fini de fermés dont chacun est contenu dans un tore de dimension n − 1.
Comme un tel tore est isomorphe, en tant que groupe algébrique, à (K×)n−1 (voir [Hum] ou
[Spr]), cela permet de faire une récurrence sur la dimension n de l’espace ambiant. Enfin,
le résultat est évident pour n = 1, et toutes les cossettes intervenant sont toriques. 
Corollaire 2. En caractéristique non nulle, si U a la propriété de Mann, il a une propriété
semblable associée aux équations linéaires à coefficients dans un corps fini arbitraire (de
même caractéristique).
Démonstration. La première partie de la démonstration du Théorème 1 est valable pour
n’importe quelle équation linéaire, même si ses coefficients ne sont pas dans le corps pre-
mier. 
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à coefficients dans un corps de nombres : voir la remarque suivant le Théorème 11.
Corollaire 3. Si U a la propriété de Mann, toute courbe algébrique de (K×)n qui n’est
pas une cossette torique n’a qu’un nombre fini de points à coordonnées dans U .
Démonstration. L’intersection de la courbe C et de Un est réunion d’un nombre fini de
cossettes, et C contient la clôture de Zariski de chacune de ces cossettes. Comme C est
irréductible de dimension 1, si elle n’est pas égale à l’une d’entre elles, c’est que chaque
cossette est réduite à un point. 
En caractéristique nulle, ce type de résultat a donné lieu à de très nombreux travaux
sous l’impulsion d’une conjecture de S. Lang. Le lecteur abonné à MathSciNet trouvera
toutes les références désirées à partir de l’article [Lau].
2. Degrés des racines qn-ièmes de l’unité en caractéristique p
En caractéristique nulle, les polynômes cyclotomiques sont tous irréductibles, si bien
qu’une racine primitive qn-ième de l’unité est de degré (q − 1)qn−1 sur le corps des
nombres rationnels, et même sur le corps engendré par les racines de l’unité d’ordre pre-
mier à q : c’est le moteur de la démonstration de Mann.
En caractéristique p première, on obtient le degré des racines qn-ièmes de l’unité par
des calculs arithmétiques très simples. En effet, on sait que pour chaque degré d il y a, dans
la clôture algébrique du corps Fp = Z/pZ, une unique extension de degré d de ce dernier :
c’est le corps à pd éléments, dont le groupe multiplicatif est cyclique d’ordre pd − 1. Par
conséquent, si n est premier à p, les racines primitives n-ièmes de l’unité ont pour degré
sur Fp le plus petit entier d tel que pd − 1 soit divisible par n, c’est-à-dire l’ordre de p
modulo n.
Ayant fixé la caractéristique p, nous considérons un nombre premier q différent
d’icelle ; nous notons o(p/q) l’ordre de p modulo q et e(p/q) l’exposant de la plus grande
puissance de q qui divise po(p/q) − 1. Les racines primitives q-ièmes de l’unité ont donc
o(p/q) pour degré sur le corps premier, et il en est de même des racines primitives qi -ièmes
de l’unité pour 1 i  e(p/q), puisqu’elles engendrent le même corps.
D’après le petit Théorème de Fermat, o(p/q) divise q − 1. Les nombres premiers q
pour lesquels e(p/q) > 1 sont les nombres de Wieferich (plus exactement les nombres
p-Wieferich, les nombres de Wieferich au sens habituel étant les 2-Wieferich). Une
croyance généralement partagée, c’est que ces nombres sont extrêmement rares une fois
l’entier p fixé, bien qu’on ne sache pas s’il y en a un nombre fini ou infini, ni même
d’ailleurs si les nombres premiers ne sont pas tous de Wieferich à partir d’un certain rang
(voir [Rib, p. 199 sqq.]).
La cohérence des notations et l’irréductibilité du polynôme cyclotomique en caractéris-
tique nulle nous conduisent à poser o(0/q) = q−1 et e(0/q) = 1, et à qualifier d’ordinaires
pour la caractéristique p les nombres premiers impairs q qui se comportent comme en ca-
ractéristique nulle, c’est-à-dire ceux pour lesquels o(p/q) = q −1 et e(p/q) = 1. Le choix
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Pour déterminer ensuite le degré sur Fp des racines qn-ièmes de l’unité, on fait l’obser-
vation suivante :
Lemme 4.
(i) Si q est un nombre premier impair, et si l’entier x − 1 est divisible par q , alors
(xq − 1)/(x − 1) est divisible par q mais pas par q2 ;
(ii) Si 4 divise x − 1, alors (x2 − 1)/(x − 1) est divisible par 2 mais pas par 4.
Démonstration. Pour (i), on pose y = x − 1 et la formule du binôme donne alors l’égalité
(xq − 1)/(x − 1) = yq−1 + · · · + q(q − 1)y/2 + q , tous les termes de cette somme sauf
le dernier étant divisibles par q2 (remarquons en passant que c’est ce genre d’astuce qui
démontre l’irréductibilité du polynôme cyclotomique en caractéristique nulle). Pour (ii), il
suffit d’écrire (x2 − 1)/(x − 1) = x + 1. 
Le comportement particulier de 2 explique pourquoi nous avons restreint le qualificatif
ordinaire à des nombres premiers impairs.
Une conséquence immédiate de ce lemme est la suivante : pour un nombre premier
q fixé, considérons un corps fini F contenant les racines q-ièmes de l’unité si q = 2, et
contenant les racines quatrièmes de l’unité (i.e. les racines carrées de −1) si q = 2 ; notons
x le nombre d’éléments de F et qn la plus grande puissance de q qui divise l’ordre x − 1
de F× ; alors l’ordre xq − 1 du groupe multiplicatif de l’extension de degré q de F est
divisible par qn+1 mais pas par qn+2. Par suite :
• si q = 2 et n e(p/q), le degré sur Fp des racines primitives qn-ièmes de l’unité est
o(p/q)qn−e(p/q) ;
• si −1 est un carré modulo p, c’est-à-dire si p−1 est divisible par 4, et n e(p/2) 2,
le degré sur Fp des racines primitives 2n-ièmes de l’unité est 2n−e(p/q) ;
• si −1 n’est pas un carré modulo p, c’est-à-dire si p − 1 n’est pas divisible par 4, on
note 2f la plus grande puissance de 2 qui divise p2 − 1 ; pour 2 n f le degré sur
Fp des racines primitives 2n-ièmes de l’unité est 2, et pour n > f c’est 2n+1−f .
Par ailleurs on sait que le corps à pd éléments est contenu dans le corps à pd ′ éléments
si et seulement si d divise d ′, ce qui donne une propriété de modularité pour les corps
finis de caractéristique p : deux corps finis F1 et F2 sont linéairement disjoints sur leur
intersection, ce qui signifie que, si des éléments de F1 sont linéairement indépendants sur
F1 ∩F2, ils le restent sur F2. Par suite le degré des racines qn-ièmes de l’unité sur un corps
fini arbitraire est donné par un simple calcul de pgdc (plus grand diviseur commun).
En particulier, on en déduit les conséquences suivantes, qui serviront à appliquer le
« pas de récurrence » de la Section 3 dans les démonstrations des Théorèmes 5–7 et 10
et du Corollaire 12 : Soient F un corps fini de caractéristique p et q un nombre premier
différent de p. Dire que F contient les racines q-ièmes (resp. q2-ièmes) de l’unité si q
est impair (resp. si q = 2), c’est dire que F contient les racines q-ièmes de −1. Sous
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puissance de q .
Plus généralement, si Q est un ensemble fini de nombres premiers différents de p et si
le corps F contient les racines q-ièmes de −1 pour tout q dans Q, alors le degré sur F de
toute racine de l’unité dont l’ordre a ses facteurs premiers dans Q a ses facteurs premiers
dans Q.
3. Ensembles finis de nombres premiers
Théorème 5. Si l’ensemble Q est fini, quelle que soit la caractéristique, U a la propriété
de Mann pour un nombre N indépendant de n.
Démonstration. En caractéristique nulle le Théorème de Mann donne pour N le produit
des nombres premiers au plus égaux à n. Mais, si le nombre premier q n’est pas dans Q,
le seul élément de U solution de l’équation xq = 1 est 1, donc on peut prendre pour N le
produit des éléments de Q.
En caractéristique p non nulle, l’argument principal de notre démonstration sera utilisé
plusieurs fois par la suite dans des situations diverses. Nous le formulons donc maintenant
dans un cadre assez général :
Le pas de récurrence. Soient K un corps commutatif algébriquement clos de caractéris-
tique p = 0 et F ⊂ K une extension finie du corps premier Fp . Soit n 2 un nombre entier
et, pour 1  i  n, soit xi dans K une racine de l’unité d’ordre premier à p. On suppose
qu’on a une liaison linéaire a1x1 + · · · + anxn = 0, où les ai sont dans le groupe multi-
plicatif K× d’un sous-corps K de F . On suppose, de plus, que cette liaison est minimale,
c’est-à-dire qu’aucune sous-somme (stricte et non vide) de cette somme de n termes n’est
nulle.
Le sous-groupe de K× engendré par l’ensemble des xi (1  i  n) est un groupe cy-
clique et les diviseurs premiers de son ordre sont les diviseurs premiers des ordres des xi .
Il est donc isomorphe à un produit fini de Z/qαjj Z. Ainsi, si q est un des qj , on a une
décomposition unique de xi sous la forme xi = uivi , où la q-composante ui de xi est une
racine de l’unité d’ordre une puissance de q et vi une racine de l’unité d’ordre premier à q
et divisant l’ordre de xi .
Soient qr l’ordre maximal des ui et α dans K une racine primitive qr -ième de l’unité.
Si α est dans F , alors tous les ui sont dans F et le pas de récurrence s’arrête. Sinon, on
suppose que α est de degré q sur G = F(αq). Alors, pour tout i (1 i  n), on a ui = βiu′i ,
où u′i est une racine de l’unité d’ordre divisant qr−1 appartenant à G et βi = αki , où ki est
un entier satisfaisant 0 ki  q − 1.
On suppose, de plus, que l’extension G(v1, . . . , vn) de G est de degré premier à q . Alors
les corps G(α) et G(v1, . . . , vn) sont linéairement disjoints sur G, donc les αk (0  k 
q − 1) sont linéairement indépendants sur G(v1, . . . , vn). Par suite, si dans la liaison entre
les xi nous regroupons les termes correspondant à un même βi , le coefficient de chaque βi
est nul. Comme la liaison de départ est minimale, c’est que tous les βi sont égaux, disons
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Appliquons cela à la démonstration du Théorème 5, dans le cas de la caractéristique p
première : choisissons pour F le corps engendré sur K = Fp par les racines q-ièmes de −1,
pour q parcourant Q. Ce choix est tel que, pour tout q de Q, le degré sur F d’une racine
qn-ième de l’unité est une puissance de q . On itère le pas de récurrence successivement
pour chaque nombre premier q de Q, de sorte que les qj du pas de récurrence sont des
éléments de Q. Si r  2, alors α est dans F ou est de degré q sur G d’après la fin de
la Section 2 qui montre aussi que, comme les vi sont d’ordre premier à q et à facteurs
premiers dans Q, il en est de même du degré de G(v1, . . . , vn) sur G. L’itération sur r
fournit donc xi = βui vi , où β est dans U et ui dans F . L’application successive de ce
procédé à chacun des éléments de Q nous donne un γ dans U et des yi dans F× tels que
xi = γyi , de sorte que, pour tout couple d’entiers i et j tels que 1  i, j  n, le quotient
xi/xj est dans F× : la propriété de Mann est réalisée pour l’entier N égal au nombre
d’éléments de F×. 
Le même argument permet une légère généralisation :
Théorème 6. Si, en caractéristique p première, le groupe U associé à l’ensemble Q (non
nécessairement fini) possède la propriété de Mann et si le nombre premier q est tel que la
valuation q-adique des o(p/qi), où qi parcourt Q, est bornée, alors le groupe associé à
Q ∪ {q} possède la propriété de Mann.
Démonstration. Par hypothèse, si le nombre entier s ( 1) est suffisamment grand, alors
qs ne divise aucun des o(p/qi). Dans ces conditions, on choisit pour K = F le corps
engendré sur Fp par une racine primitive qt -ième de l’unité, où le nombre entier t est
suffisamment grand pour que le degré de F sur Fp soit divisible par qs . Ce choix de t
permet d’appliquer le pas de récurrence à une liaison minimale entre éléments de U ′ (le
groupe divisible associé à Q ∪ {q}) et au nombre premier q . Quand on l’itère jusqu’à ce
que α soit dans F , on obtient une liaison minimale entre éléments de U et à coefficients
dans F . Le Corollaire 2 donne alors la conclusion. 
De plus, cet argument a quelques conséquences arithmétiques simples et sans doute
bien connues, que nous présentons pour les amateurs de curiosités. Rappelons qu’un corps
est dit localement fini si chacune de ses parties finies engendre un sous-corps fini ; il s’agit
donc d’un sous-corps de la clôture algébrique d’un Fp .
Théorème 7. Tout corps L localement fini est engendré par ses éléments d’ordre premier,
plus éventuellement un élément d’ordre 4.
Démonstration. Soit F le sous-corps de L engendré par ses éléments d’ordre 4 ou pre-
mier. Le pas de récurrence s’applique pour montrer que tout triplet (x, y, z) de points de
L× tel que x + y + z = 0 satisfait une relation x/y ou y/z ou z/x ∈ F . Comme, si a est
un élément de L différent de 0 et 1, on a l’identité a + (1 − a) − 1 = 0, il en résulte que a
est dans F . 
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sont les diviseurs premiers de pd − 1, alors d divise le ppmc de q1 − 1, . . . , qs − 1.
Démonstration. Le Théorème 7 appliqué à l’extension de degré d de Fp et la Section 2
montrent que d divise le ppmc (plus petit multiple commun) de 2 et des qi − 1. Mais 2
n’est utile dans cette liste que si pd − 1 n’a pas de facteur impair, et alors d divise 2. Dans
ce cas, si d = 1 la conclusion est triviale ; et si d = 2, alors p2 − 1 = (p − 1)(p + 1) est
une puissance de 2 ainsi que chacun de ses facteurs p ± 1, si bien que p = 3. 
Remarque. En fait, d est le ppmc des o(p/qi) ou de 2 et des o(p/qi).
On obtient même un cas particulier (très simple, voir [Rib, p. 176]) du théorème de la
progression arithmétique !
Corollaire 9. Si q est premier, il existe une infinité de nombres premiers congrus à 1 mo-
dulo q .
Démonstration. Il s’agit de trouver un nombre premier différent des nombres premiers
q1, . . . , qs et congru à 1 modulo q . Notons v la somme des valuations q-adiques de
q1 − 1, . . . , qs − 1. D’après le Corollaire 8 appliqué à n’importe quel nombre premier
p = 3, le nombre entier d = qv+1 divise un produit de nombres de la forme r − 1, où les r
sont des nombres premiers. Tous ces nombres premiers sont congrus à 1 modulo q et, par
construction de d , l’un d’eux, au moins, est différent de q1, . . . , qs . 
4. Singletons
Commençons par une petite remarque sur la démonstration du Théorème 5 en caracté-
ristique non nulle : si n excède le nombre des éléments de F×, il est nécessaire que deux
des xi soient égaux. Il est donc plus intéressant de regarder ce qui se passe pour les petites
valeurs de n. Nous allons traiter ici le cas où l’ensemble Q se réduit à un singleton, et où,
de plus, son unique élément est ordinaire. Comme nous l’avons dit dans l’Introduction,
la démonstration de Mann (en caractéristique nulle) se décompose en deux étapes. Nous
avons pu reproduire la première dans la section précédente pour tout ensemble fini Q, mais,
pour traiter la seconde, nous avons besoin de cette hypothèse d’ordinarité.
Théorème 10. Si Q se réduit à un nombre premier q qui est ordinaire pour la caracté-
ristique p, alors U possède la propriété de Mann pour N = 1 si n < q et pour N = q si
n q .
Démonstration. Dans ce cas, à partir d’une liaison minimale a1x1 + · · · + anxn = 0, la
démonstration du Théorème 5 fournit un γ dans U tel que, pour tout i (1  i  n) on
ait xi = γwi , avec les wi dans F×. Comme, par ailleurs, les wi sont dans U , l’ordinarité
de q fait que ce sont des racines q-ièmes de l’unité : on peut prendre N = q dans tous
les cas. D’autre part, le polynôme minimal d’une racine primitive q-ième de l’unité α
520 B. Poizat, F. Gramain / Journal of Algebra 295 (2006) 512–523est Xq−1 + · · · + X + 1, donc il n’y a pas de liaison linéaire à coefficients entiers et de
longueur strictement inférieure à q entre puissances distinctes de α : si n < q , deux des wi
sont égaux. 
Dans [Poi2] il est démontré qu’on peut (en toute caractéristique) construire un corps
algébriquement clos K dont le groupe multiplicatif contient un sous-groupe V divisible,
sans torsion, non réduit à l’unité et possédant la propriété de Mann avec N = 1 : si des
éléments xi de V satisfont une liaison linéaire à coefficients entiers a1x1 + · · ·+ anxn = 0,
alors deux d’entre eux sont égaux. La démonstration de cette existence, valable en toute
caractéristique, repose sur des propriétés simples des tores algébriques ; mais il est éga-
lement observé dans [Poi2] qu’en caractéristique nulle on peut l’obtenir par un argument
de compacité encore plus simple. Le Théorème 10 ci-dessus permettrait de reproduire cet
argument de compacité à condition de disposer d’une infinité de nombres premiers or-
dinaires, puisque chaque fragment fini de la théorie considérée serait consistant : on en
obtiendrait un modèle en prenant pour q un nombre premier ordinaire suffisamment grand.
5. Des ensembles infinis de nombres premiers
Si l’on veut construire un ensemble infini Q dont le groupe divisible associé a la pro-
priété de Mann, on doit tenir compte des influences réciproques entre les différentes racines
q-ièmes de l’unité. Quelle que soit l’habileté déployée à les minimiser, on ne peut éviter
que 2 soit un diviseur commun aux prédécesseurs de tous les nombres premiers impairs ;
afin de nous placer dans la situation la plus favorable possible, nous ne considérerons
que des nombres premiers q tels que (q − 1)/2 soit aussi premier (ce dernier est alors ap-
pelé nombre premier de Sophie Germain). C’est une croyance généralement répandue qu’il
existe une infinité de nombres premiers de Sophie Germain (voir [Rib, p. 197]). Par ailleurs,
le deuxième argument de Mann semble allergique aux nombres de Wieferich ; nous espé-
rons donc que la combinaison de deux hypothèses probables reste vraisemblable : nous
nous permettrons de supposer l’existence d’une infinité de nombres de Sophie Germain gi
tels que tous les nombres premiers qi = 2gi + 1 soient ordinaires pour la caractéristique
considérée. Mais, pour aller plus loin, nous devons préciser notre Corollaire 2 (sans utiliser
de conjecture !).
Théorème 11. Si nous fixons une caractéristique (nulle ou non), un corps F de degré d sur
le corps premier et un nombre entier n 2, il n’y a qu’un nombre fini de nombres premiers
ordinaires q pour lesquels il existe une liaison linéaire non triviale à coefficients dans F
et de longueur inférieure à n entre racines q-ièmes de l’unité.
Démonstration. On suppose q strictement supérieur à nd , ce qui n’élimine qu’un nombre
fini de candidats. Considérons une liaison
∑
1in λiα
mi = 0, où α est une racine primitive
q-ième de l’unité, où les entiers naturels mi sont tous distincts et strictement inférieurs à q
et où les λi sont des éléments de F×. Notons P le produit des d conjugués du polynôme∑
1in λiX
mi : le polynôme P n’a pas plus de nd monômes, ses coefficients sont dans
le corps premier et P(α) = 0. Comme q est ordinaire, le polynôme minimal de α sur le
B. Poizat, F. Gramain / Journal of Algebra 295 (2006) 512–523 521corps premier est 1 + X + · · · + Xq−1, et il n’y a pas de liaison à coefficients entiers de
longueur moindre que q entre racines q-ièmes de l’unité. En conséquence, comme nd < q ,
quand on calcule P comme un produit on doit obtenir des familles de monômes de même
degré modulo q qui se simplifient quand on spécialise au point α : quand on développe P ,
le monôme Xdmi apparaît avec pour coefficient le produit, non nul, des conjugués de λi ;
il se simplifie donc avec d’autres monômes, si bien que, pour chaque i, on a au moins une
relation de la forme dmi = mj1 + · · · + mjd modulo q .
On observe alors que le système formé de toutes ces équations (où on oublie le mo-
dulo q) ainsi que de toutes les inéquations qui déclarent que les mj sont distincts (pour un
logicien, une inéquation est une relation du type a = b) n’a pas de solution dans le corps
des nombres complexes. En effet, dans un ensemble fini non vide de nombres complexes il
y a des points de module maximal et on sait bien que des nombres complexes satisfaisant
dz = zj1 + · · · + zjd et |z| |zj1 | · · · |zjd | sont tous égaux.
Un principe bien connu de la théorie des modèles dit que, si un système fini d’équa-
tions et d’inéquations polynomiales à coefficients entiers a des solutions dans des corps
de caractéristique arbitrairement grande, alors il a des solutions dans n’importe quel corps
algébriquement clos de caractéristique nulle (voir, par exemple, [Poi1, p. 95 sqq.]). Par
conséquent notre système ne peut avoir de solution dans le corps Z/qZ que pour un nombre
fini de q . 
On remarque que l’ensemble des nombres premiers distingués par le Théorème 11 est
toujours le même : il ne dépend que de n et de d . Comme le résultat est valable en carac-
téristique zéro, il permet de démontrer un théorème semblable à celui de Mann pour les
corps de nombres, l’entier N ne dépendant pas de l’équation considérée, mais seulement
de sa longueur n (c’est un analogue pour la caractéristique nulle de notre Corollaire 2, mais
il ne se déduit pas directement de notre Théorème 1).
La touche finale de la démonstration du Théorème 11 contribue pour une large part à
son esthétique, mais nous ne savons pas si elle est essentielle, car nous ne connaissons pas
d’exemple où il faille considérer des nombres premiers q supérieurs à nd .
Corollaire 12. À partir d’un ensemble infini de nombres premiers gi de Sophie Germain
tels que tous les 2gi + 1 soient ordinaires pour la caractéristique p = 0, on fabrique un
ensemble infini Q dont le groupe de racines de l’unité associé a la propriété de Mann.
Démonstration. L’existence supposée d’un ensemble infini de nombres premiers gi de
Sophie Germain, tel que les 2gi + 1 soient ordinaires pour la caractéristique p, entraîne
celle d’un ensemble infini de nombres premiers ordinaires Q = {qi : i ∈ I } tel que tous les
nombres premiers qi et (qj − 1)/2 (pour i et j parcourant I ) soient différents. On choisit
K = Fp2 et on considère une liaison minimale, à coefficients dans K×, de longueur n
entre les éléments x (1  n) du groupe divisible U associé à Q. D’après le Lemme 4,
si q est dans Q et si k  1 est entier, le degré sur K d’une racine primitive qk-ième de
l’unité est (q − 1)qk−1/2. Soit P la partie finie (éventuellement vide) de Q formée des
nombres premiers exceptionnels décrits par le Théorème 11 et situés dans Q. On choisit
pour F l’extension de K engendrée par les racines q-ièmes de l’unité pour q parcourant
P . Pour chaque q de Q \ P , l’itération du pas de récurrence et le Théorème 11 montrent
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considérée. Pour q dans P , l’itération s’arrête quand on atteint le corps F . Ainsi, la liaison
de départ est proportionnelle à une liaison entre éléments de F× et la propriété de Mann
est réalisée avec N = card(F×). 
Le Théorème 6 montre que la propriété de Mann est conservée si l’on ajoute au Q du
Corollaire 12 un ensemble fini quelconque de nombres premiers (différents de la caracté-
ristique).
6. Quelques questions
Nous dirons ici qu’un ensemble de nombres premiers est de Mann pour une caractéris-
tique donnée si le groupe de racines de l’unité associé a la propriété de Mann.
Outre le fait évident qu’une partie d’un ensemble de Mann est de Mann, nous avons
montré (en caractéristique p non nulle) qu’un ensemble fini est de Mann, que l’ensemble
de tous les nombres premiers différents de p n’est pas de Mann, et qu’il est vraisemblable
qu’il existe des ensembles de Mann infinis. On en conclut que la mannitude est une me-
sure de la petitesse d’un ensemble, ce qui conduit inévitablement à se poser les questions
suivantes : la réunion de deux ensembles de Mann est-elle de Mann ? ou bien, au contraire,
est-il possible que deux ensembles de Mann soient complémentaires l’un de l’autre ? Plus
modestement, si on ajoute un point à un ensemble de Mann arbitraire, obtient-on un en-
semble de Mann ?
On peut aussi s’interroger sur la pertinence de nos démonstrations, qui n’ont fait que
reproduire, de force, les arguments avancés par Mann pour la caractéristique nulle, ce qui
nous a contraints à utiliser des conjectures non démontrées de théorie des nombres. Est-
il vraiment nécessaire d’avoir une infinité de nombres premiers de Sophie Germain, ou
quelque chose d’assez semblable (une suite qi de nombres premiers telle que les qi − 1
ont peu de facteurs communs), pour produire un ensemble de Mann infini en caractéris-
tique p ? Peut-on s’assurer de l’existence d’un tel ensemble à partir de résultats aujourd’hui
démontrés de théorie des nombres ? Un ensemble de Mann peut-il contenir une infinité de
nombres extraordinaires ? ou de p-Wieferich ?
En conclusion, rappelons une définition de [Wag], qui lui sert à démontrer que (K,U)
ne peut pas être de rang de Morley fini s’il y a une infinité de p-Mersennes : l’ensemble
Q est petit pour la caractéristique p si, pour une infinité de n, la Q-partie de pn − 1 est
bornée ; Q est grand si son complémentaire est petit.
Un ensemble peut être à la fois grand et petit, mais s’il n’est pas petit, il est grand si
l’on admet l’hypothèse sur les nombres de Mersenne. Si Q est grand, il y a un corps infini
contenu dans la réunion d’un nombre fini de cossettes modulo le groupe U associé à Q, et
ce dernier n’est pas de Mann. Il n’est pas trop difficile de démontrer qu’un ensemble fini
est petit, et qu’un ensemble cofini est grand, et donc pas de Mann, ce qui est rassurant.
Il nous semble utile de poursuivre l’étude comparative de ces deux notions.
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